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Èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ òåõ-
íîëîãèé â ïðîöåññå ïðåïîäàâàíèÿ ôèçèêè êàê
â øêîëå, òàê è â âóçàõ ñòàëî óæå ïîâñåìåñò-
íûì. Îäíîé èç âàæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðè-
ìåíåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðîâ äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Ïîäîáíûå ó÷åáíûå çàäà÷è ðàçðàáàòûâàëèñü
óæå äîñòàòî÷íî äàâíî (ñì., íàïðèìåð, ó÷åá-
íûå ïîñîáèÿ [1�3]). Ïåðâûå èç òàêèõ çàäà÷
áûëè äîñòàòî÷íî ïðèìèòèâíû è ÷àñòî ñâî-
äèëèñü ê ñîçäàíèþ ãðàôè÷åñêèõ èëëþñòðà-
öèé çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ áûëî ïîëó÷åíî
àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ïîñòàíîâêà çà-
äà÷, òðåáóþùèõ ïðèìåíåíèå äîñòàòî÷íî
ñëîæíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ (âû÷èñ-
ëåíèå èíòåãðàëîâ, ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé è ò.ä .), áûëà íåâîçìîæíîé,
âî-ïåðâûõ, â ñèëó ìàëîé äîñòóïíîñòè äîñòà-
òî÷íî ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ, à âî-âòîðûõ,
ïîòîìó ÷òî òðåáîâàëî èçó÷åíèÿ ó÷àùèìèñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñèòóàöèÿ èçìåíè-
ëàñü êîðåííûì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, êîì-
ïüþòåðû, êîòîðûìè ñíàáæàþòñÿ îáû÷íûå
øêîëû, ñïîñîáíû ñïðàâëÿòüñÿ äàæå ñ äîñ-
òàòî÷íî îáúåìíûìè íàó÷íûìè ðàñ÷åòàìè.
Âî-âòîðûõ, ïîÿâëåíèå òàêèõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ñèñòåì, êàê Maple, Mathematica,
MATLAB, MatCad è äð., ïîçâîëÿåò ñóùå-
ñòâåííî óïðîñòèòü ïðîöåññ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Ó÷àùåìóñÿ óæå íåò íåîáõîäèìîñòè

èçó÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå
ìåòîäû è, òåì áîëåå, òðàòèòü âðåìÿ íà ðó-
òèííîå ïðîãðàììèðîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ
ïðîöåäóð, ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè âñå íå-
îáõîäèìûå ïðîöåäóðû âêëþ÷åíû â ýòè âû-
÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Ïðîâîäÿ àíàëîãèþ
ñ íàòóðíûì ýêñïåðèìåíòîì, ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ó÷åíèêàì íåò íåîáõîäèìîñòè ñàìèì
ñîçäàâàòü ïðèáîð äëÿ èññëåäîâàíèÿ êàêîãî-
ëèáî ïðîöåññà, ìîæíî âçÿòü ãîòîâûé ïðè-
áîð è ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà èññëåäîâàíèè ñà-
ìîãî ïðîöåññà.

Â òàêîé ñèòóàöèè, åñòåñòâåííî, íàè-
áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñòàíîâêà
çàäà÷, êîòîðûå ïðèíöèïèàëüíî íå ìîãóò
áûòü ðåøåíû àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ÷òî
äàåò âîçìîæíîñòü ïîêàçàòü ñèëó êîìïüþòåð-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Î ïîñòàíîâêå îäíîé
èç òàêèõ çàäà÷, äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, ÷òîáû
áûòü ïîíÿòíîé øêîëüíèêàì, è äîñòàòî÷íî
ñëîæíîé, ÷òîáû åå ìîæíî áûëî èññëåäî-
âàòü áåç ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðà, ìû ðàñ-
ñêàæåì â äàííîé ñòàòüå.

Èçó÷åíèå êîëåáàíèé â øêîëüíîì êóð-
ñå ôèçèêè, êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàåòñÿ
ìîäåëüþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ìåæ-
äó òåì ó÷åò àíãàðìîíè÷íîñòè ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ íîâûõ êà÷åñòâåííûõ îñîáåííî-
ñòåé. Àíãàðìîíè÷íîñòü ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íà÷èíàåò
çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû íå ïî êâàäðàòè÷íî-
ìó çàêîíó. Îäíèì èç ïðèìåðîâ ìîãóò ÿâ-
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ëÿòüñÿ êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíè-
êà â ñëó÷àå, êîãäà îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè êîëåáàíèÿõ íå ÿâëÿþò-
ñÿ ìàëûìè. Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ êî-
ëåáàíèÿ íåêîòîðîãî ìàññèâíîãî òåëà íà ìå-
òàëëè÷åñêîì ñòåðæíå (ðèñóíîê 1a).

Â ýòîì ñëó÷àå àíãàðìîíè÷íîñòü ïðî-
ÿâëÿåòñÿ óæå ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè èçîáðàæåí-
íûé íà ðèñóíêå 1a ñòåðæåíü ïåðåâåðíóòü
(ðèñóíîê 1b�d), òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé
æåñòêîñòè ñèììåòðè÷íîå ïîëîæåíèå (c) ðàâ-
íîâåñèÿ ïåðåñòàåò áûòü óñòîé÷èâûì, è, â
îòñóòñòâèå êîëåáàíèé, ñèñòåìà ìîæåò íà-
õîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ ïîëîæåíèé ðàâ-
íîâåñèÿ (b) èëè (d) (ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü
òîëüêî ñëó÷àé îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé).

Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ, ïîçâîëÿþùåé
èçó÷èòü õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè òàêèõ
ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ó÷èòû-
âàåòñÿ ëèøü ëèíåéíûé è êóáè÷åñêèé ÷ëåíû
â ðàçëîæåíèè ñèëû â ðÿä ïî ñìåùåíèÿì.
Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ â òàêîé ìîäåëè, èìååò âèä:

)cos(3 tFxxxrxm Ω=β+α++ &&& (1)

Ïàðàìåòð α ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëü-
íûì (ðèñóíîê 1a) èëè îòðèöàòåëüíûì (ðè-
ñóíîê 1b�d). Ïàðàìåòð b òàêæå ìîæåò ïðè-
íèìàòü ïîëîæèòåëüíûå (æåñòêàÿ ïðóæèíà)
è îòðèöàòåëüíûå (ìÿãêàÿ ïðóæèíà) çíà÷å-
íèÿ. Ïàðàìåòð r õàðàêòåðèçóåò çàòóõàíèÿ ñè-
ñòåìû. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áåç ïîòå-
ðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü m = 1.

Íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñ-
òè êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû ìîæíî ïîíÿòü,
èññëåäóÿ ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Â îòñóòñòâèå
çàòóõàíèé è â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè
(α > 0) ìû ïðèõîäèì ê îáû÷íûì âûíóæäåí-

Ðèñóíîê 1.

íûì êîëåáàíèÿì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-
òîðà. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîëåáàíèé îò
÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû èçîáðàæåíà íà
ðèñóíêå 2.

Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü ïàðàìåòð β ìà-
ëûì, íî îòëè÷íûì îò íóëÿ. Êîëåáàíèÿ â ýòîì
ñëó÷àå óæå íå áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè è, ïî-
ìèìî îòêëèêà íà îñíîâíîé ÷àñòîòå, áóäóò ñî-
äåðæàòü ãàðìîíèêè áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò,
êðàòíûõ Ω. Ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ âêëàä êðàò-
íûõ ãàðìîíèê ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûì è äëÿ
x(t) îãðàíè÷èòüñÿ ãàðìîíè÷åñêèì ïðèáëèæå-
íèåì: x(t) ≈ Acos(Ωt).  Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíê-
öèþ â óðàâíåíèå (1) è îòáðàñûâàÿ ñëàãàåìûå
ñ êðàòíûìè ãàðìîíèêàìè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

A

F
A −β+α=Ω 22

4

3
.

Ðåçîíàíñíûå êðèâûå äëÿ ñëó÷àÿ β > 0
òàêæå èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 2, îíè íà-
êëîíåíû â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ Ω. Ïðè îò-
ðèöàòåëüíîì β íàêëîí êðèâûõ ìåíÿåò íà-
ïðàâëåíèå.

Êàê èçìåíÿåòñÿ âèä ðåçîíàíñíûõ êðè-
âûõ ïðè ó÷åòå çàòóõàíèÿ, ìîæíî ïîíÿòü,
îáðàùàÿñü ê ïðåäåëó ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Êðèâûå «ïåðåñòàþò óõîäèòü íà áåñ-
êîíå÷íîñòü», ïîñêîëüêó ñ ðîñòîì àìïëèòó-
äû êîëåáàíèé âîçðàñòàþò äèññèïàòèâíûå ïî-
òåðè, êîìïåíñèðóþùèå ðàáîòó âíåøíåé
ñèëû (ðèñóíîê 3).

Ðèñóíîê 2.

a b c d

Ðèñóíîê 3.
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Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ êî-
ëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ãèñòåðåçèñ ïðè ìåäëåí-
íîì èçìåíåíèè ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Ïðè
ìåäëåííîì óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû îò íóëÿ àì-
ïëèòóäà èçìåíÿåòñÿ îò òî÷êè P1 äî òî÷êè
P2, ãäå ïðîèñõîäèò ñðûâ íà òî÷êó P3. Ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû àìïëèòó-
äà ïðîõîäèò òî÷êó P4 è äàëåå óìåíüøàåòñÿ.
Åñëè òåïåðü óìåíüøàòü ÷àñòîòó, òî ñêà÷êà
â òî÷êå P3 íå ïðîèñõîäèò, è àìïëèòóäà ìåä-
ëåííî óâåëè÷èâàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ P5, ãäå ïðî-
èñõîäèò ñêà÷îê â òî÷êó P6. Ïðè äàëüíåé-
øåì óìåíüøåíèè ÷àñòîòû àìïëèòóäà ïëàâ-
íî óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ P1.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîé ÷àñòîòå âûíóæ-
äàþùåé ñèëû ñîîòâåòñòâóþò äâå âîçìîæíûå
àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Êàêàÿ èç ýòèõ âîç-
ìîæíîñòåé ðåàëèçóåòñÿ, åñëè âîçäåéñòâèå íà
ñèñòåìó ñðàçó æå íà÷àòü ñ ÷àñòîòû, ëåæà-
ùåé â îáëàñòè ÷àñòîò ìåæäó P2 è P5, çàâè-
ñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Îäíàêî è íàòóð-
íûé ýêñïåðèìåíò (ñì., íàïðèìåð, [4]) è âû-
÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò îäíîçíà÷íî ïðè-
âîäÿò ê òîìó, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ñ àìïëèòóäîé,
ëåæàùåé íà ó÷àñòêå êðèâîé ìåæäó P2 è P5,
íå ðåàëèçóþòñÿ íèêîãäà.

Äðóãîé êà÷åñòâåííîé îñîáåííîñòüþ
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â òàêîé ñèñòåìå
ÿâëÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ïåðèî-
äà êîëåáàíèé ïðè èçìåíåíèè àìïëèòóäû âû-
íóæäàþùåé ñèëû, ïðè÷åì ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû ïåðèîäè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ íå óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðè ñêîëü óãîä-

íî äëèòåëüíîì âîçäåéñòâèè âíåø-
íåé ñèëû íà ñèñòåìó. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå äâèæåíèå èìååò õàîòè÷åñ-
êèé õàðàêòåð (ñîîòâåòñòâóþùèå
äàííûå íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà
òàêæå èìåþòñÿ â ñòàòüå [4]). Íà-
ëè÷èå ïîäîáíûõ ñêà÷êîâ è õàîñà
äëÿ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ óðàâ-
íåíèÿìè íåëèíåéíîé äèíàìèêè,
èìååò îáùèé õàðàêòåð, îäíàêî
êîíêðåòíûå äàííûå äëÿ êàæäîé ñè-
ñòåìû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëü-
êî ïóòåì ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé), êàê óæå óïîìèíàëîñü,

âêëþ÷åíû â ñîñòàâ ìíîãèõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåì, ïîýòîìó ïðîãðàììèðîâàíèå äàííîé
çàäà÷è íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé ñëîæíîñ-
òè. Â ñèñòåìå MATLAB ñóùåñòâóåò âîçìîæ-
íîñòü ñîçäàíèÿ ïðîãðàìì ñ ãðàôè÷åñêèì èí-
òåðôåéñîì ïîëüçîâàòåëÿ (GUI). Â ïðîöåññå
ðàçðàáîòêè ïðîãðàììû ïîëüçîâàòåëü ñîçäà-
åò ãðàôè÷åñêîå îêíî, ñîäåðæàùåå òèïè÷-
íûå ýëåìåíòû (ââîä è âûâîä òåêñòà è çíà-
÷åíèé, êíîïêè, ïîëîñû ïðîêðóòêè, ìåíþ,
îáëàñòè âûâîäà ãðàôèêîâ), è âñÿ äàëüíåé-
øàÿ ðàáîòà ïðîãðàììû ïðîèñõîäèò â ýòîì
ãðàôè÷åñêîì îêíå (ñì., íàïðèìåð, [5]). Ðà-
áîòà ñ ïîäîáíûì ïðèëîæåíèåì äåéñòâèòåëü-
íî íàïîìèíàåò ýêñïåðèìåíò, ñàì æå ïðî-
öåññ ñîçäàíèÿ GUI óíèôèöèðîâàí (èìååòñÿ
ñïåöèàëüíàÿ ñðåäà GUIDE) è ìîæåò áûòü
îñâîåí ó÷àùèìèñÿ, çíàêîìûìè ñ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèåì.

Ïðèìåð òàêîãî îêíà äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ñòà-
òüå, èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 4. Äàííûå ââî-
äÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ãðàôè÷åñêîå îêíî.
Íà âåðõíåì ãðàôèêå èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü
x(t) è Fcos(Ωt) (â ïðîèçâîëüíîì ìàñøòàáå).
Ëåâûé íèæíèé ãðàôèê � ôàçîâàÿ äèàãðàììà
êîëåáàíèé. Íà ïðàâîì íèæíåì ãðàôèêå ñòðî-
èòñÿ ïåðèîä êîëåáàíèé â ïåðèîäàõ âûíóæ-
äàþùåé ñèëû (ïðè èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñ-
òè îò àìïëèòóäû âûíóæäàþùåé ñèëû) èëè
ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû îò ÷àñòîòû
âûíóæäàþùåé ñèëû (ïðè èññëåäîâàíèè ãèñ-
òåðåçèñíûõ ÿâëåíèé).

Ðèñóíîê 4.
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Íà ýòîì è ñëåäóþùèõ ðè-
ñóíêàõ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî íåóñòîé÷èâîìó ïîëîæå-
íèþ ðàâíîâåñèÿ ïðè x = 0 (Ìîäåëü
ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóí-
êå 1b�d).

Ïðè íåçíà÷èòåëüíîì âíåø-
íåì âîçäåéñòâèè (F = 0.2) êîëåáà-
íèÿ ïðîèñõîäÿò âáëèçè îäíîãî èç
äâóõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿþò-
ñÿ îáðàùåíèåì â íîëü óïðóãîé
ñèëû f = αx + βx2 è ïðè äàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ðàâíû ±1.
Ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû âû-
íóæäàþùåé ñèëû ïîäîáíûé ðå-
æèì ïðîäîëæàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ
F = 0.27. Íà èíòåðâàëå ìåæäó
F = 0.27 è F = 0.28 ïðîèñõîäèò
ñêà÷êîîáðàçíîå óäâîåíèå ïåðèîäà,
è ôàçîâàÿ äèàãðàììà ïðèîáðåòàåò
âèä äâîéíîé ïåòëè (ðèñóíîê 5).
Ïåðåñå÷åíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè
íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î ñóùå-
ñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå
(1) íå àâòîíîìíîå. Ïðèâåäåííûé
ãðàôèê ïîêàçûâàåò ïðîåêöèþ íå-
ïåðåñåêàþùåéñÿ ôàçîâîé òðàåêòî-
ðèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
(x, v, t) íà ïëîñêîñòü (x, v).

Ñëåäóþùåå óäâîåíèå ïåðè-
îäà ïðîèñõîäèò ïðè F ≈ 0.29 (ðè-
ñóíîê 6). Ïåðèîä êîëåáàíèé ñòà-
íîâèòñÿ ðàâíûì 4 ïåðèîäàì âû-
íóæäàþùåé ñèëû.

Îäíàêî ýòà ñèëà åùå íå äî-
ñòàòî÷íî âåëèêà, ÷òîáû âûâåñòè
ñèñòåìó èç ïðàâîé ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû. Ýòî ïðîèñõîäèò ëèøü ïðè
F > 0.3 (ðèñóíîê 7).

Ïåðèîä êîëåáàíèé ñòàíî-
âèòñÿ ðàâíûì 5 ïåðèîäàì âûíóæ-
äàþùåé ñèëû. Êîëåáàíèÿ óæå íå
ïðîèñõîäÿò â îäíîé ïîòåíöèàëü-
íîé ÿìå, à çàõâàòûâàþò îáëàñòü
âáëèçè îáîèõ ïîëîæåíèé ðàâíî-
âåñèÿ.

Ðèñóíîê 5.

Ðèñóíîê 6

Ðèñóíîê 7.
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Â äèàïàçîíå àìïëèòóäû âû-
íóæäàþùåé ñèëû 0.37 < F < 0.65
ðåæèì êîëåáàíèé îêàçûâàåòñÿ õà-
îòè÷åñêèì. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé êðèâîé ïðè
ñêîëü óãîäíî äëèòåëüíîì ïðîìå-
æóòêå êîëåáàíèé. Ïîäîáíîå äâè-
æåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðèîäè÷åñ-
êèì, íî ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèì
ïåðèîäîì. Åñòåñòâåííî îæèäàòü,
÷òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå F
äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ «óâåëè-
÷åíèåì» õàîñà. Îäíàêî îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ïðè F = 0.65 ñíîâà ïî-
ëó÷àåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå,
íî ñ ìåíüøèì ïåðèîäîì, ðàâíûì
óäâîåííîìó ïåðèîäó âûíóæäàþ-
ùåé ñèëû (ðèñóíîê 8).

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå
íà òî, ÷òî êîëåáàíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì. Ñèñòåìà ïðîâî-
äèò â îáëàñòè âáëèçè ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ x = �1 áîëüøå âðåìå-
íè, ÷åì â îáëàñòè âáëèçè x = 1.
Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ
ÿìû ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, è
âûáîð îäíîãî èç àñèììåòðè÷íûõ
ñîñòîÿíèé ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíûì
îáðàçîì. Â äàííîì ñëó÷àå âîçíè-
êàåò èçâåñòíûé ýôôåêò ñïîíòàí-
íîãî íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè, ïðî-
èñõîäÿùèé ïðè ôàçîâûõ ïåðåõî-
äàõ. Ïîäîáíûå ïåðåõîäû â äèíà-
ìè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ
íàçûâàþò äèíàìè÷åñêèìè ôàçî-
âûìè ïåðåõîäàìè.

Íà ýòîì, îäíàêî, ìåòàìîð-
ôîçû ñ èçìåíåíèåì ïåðèîäè÷íî-
ñòè íå çàêàí÷èâàþòñÿ, ïðè óâå-
ëè÷åíèè àìïëèòóäû âûíóæäàþ-
ùåé ñèëû äî 0.73 ïåðèîä ðåøå-
íèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ïåðèîäó
âíåøíåé ñèëû (ðèñóíîê 9). Ðåøå-
íèå âíîâü ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíå îä-
íîé ÿìû íà äðóãóþ. Íà ôàçîâîé
òðàåêòîðèè ýòà ñèììåòðèÿ ðåàëè-
çóåòñÿ êàê ñèììåòðèÿ ïî îòíîøå-
íèþ ê èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà êîîðäèíàò.

Ðèñóíîê 8.

Ðèñóíîê 9.

Ðèñóíîê 10.
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Çàìåòèì, ÷òî êðàòíîñòè ïå-
ðèîäîâ íå ÿâëÿþòñÿ ÷åì-òî âïîëíå
îïðåäåëåííûì è çàâèñÿò îò ïàðà-
ìåòðîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Íà-
ïðèìåð, ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåò-
ðà r äî åäèíèöû âîçíèêàþò ðåøå-
íèÿ ñ ïåðèîäîì â 3 è â 6 ðàç ïðå-
âîñõîäÿùèì ïåðèîä êîëåáàíèÿ âû-
íóæäàþùåé ñèëû (ðèñóíêè 10, 11).

Â äàííîé ïðîãðàììå ìîæíî
òàêæå íàáëþäàòü ãèñòåðåçèñíûå
ÿâëåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
çíà÷åíèè àìïëèòóäû âûíóæäàþ-
ùåé ñèëû è ïëàâíîì èçìåíåíèè
åå ÷àñòîòû. Òèïè÷íûé ãðàôèê
ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 12. Ðàñ÷åò ñî-
îòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì m = 1,
r = 0.1, α = 1, β = 1, F = 0.1. Ïî âåðòèêàëü-
íîé îñè îòëîæåíà àìïëèòóäà êîëåáàíèé, ïî
ãîðèçîíòàëüíîé � îòíîøåíèå ÷àñòîòû âû-
íóæäàþùåé ñèëû ê ñâîáîäíîé ÷àñòîòå ìà-
ëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî
ñêà÷êè êîëåáàíèé ïðîèñõîäÿò âáëèçè òî÷åê
P2 è P5, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 3. ×òî-
áû ïîäîéòè áëèæå ê ýòèì òî÷êàì, íåîáõî-
äèìî áîëåå ìåäëåííîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû
è, ñîîòâåòñòâåííî, áîëåå äëèòåëüíîå âðåìÿ
ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ðèñóíîê 11.

Ðèñóíîê 12.

Êîíäðàòüåâ Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷,
àêàäåìèê ÐÀÎ, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, çàâåäóþùèé
êàôåäðîé ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ
ôèçèêå ÐÃÏÓ èì. À.È. Ãåðöåíà,

Ëÿïöåâ Àëåêñàíäð Âèêòîðîâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû
ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ ôèçèêå
ÐÃÏÓ èì. À.È. Ãåðöåíà.
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